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Kuvitellaan, että kuutio halutaan päällystää kullalla siten, että kultaa on jo-
ka kohdassa yhtä paksusti. Mikä on kuution pintaan tulevan kullan tilavuus?
Mikä on päällystetyn kuution kokonaistilavuus?
Jos tiedetään kuution särmän pituus ja kultapinnoitteen paksuus, saa-
daan kullan ja koko systeemin tilavuudet laskettua helposti. Kolmiulottei-
nen avaruus on vielä helppo hahmottaa, mutta kun siirrytään korkeampiin
ulottuvuuksiin, eivät lausekkeet enää olekaan niin intuitiivisia. On kuitenkin
tiettyjä ominaisuuksia, jotka ovat yhteisiä kaikille epätyhjille monitahokkaille
eli polytoopeille yllä kuvatun kaltaisessa tilanteessa myös avaruudessa Rn.
Tämän tutkielman luvussa 1 esitellään erilaisia joukkoja ja niiden ominai-
suuksia euklidisessa avaruudessa. Joukot, joita tutkielmassa käsitellään, ovat
pääosin konvekseja eli kuperia joukkoja. Konveksin joukon mitkä tahansa
kaksi pistettä voidaan yhdistää janalla toisiinsa siten, että janan kaikki pis-
teet kuuluvat myös kyseiseen joukkoon. Myös joukon ympäristön käsite on
merkittävä tutkielman kannalta. Joukon r-ympäristöön kuuluvat kaikki pis-
teet, jotka ovat enintään pituuden r etäisyydellä joukosta. Alun esimerkissä
kuutio ja kulta muodostavat yhdessä kuution ympäristön.
Luvussa 2 syvennytään tutkimaan polytooppeja ja konvekseja joukkoja.
Joukoille määritellään mitta, jolla niiden tilavuuksia pystytään laskemaan
ja todistetaan, että tilavuusfunktio on jatkuva. Lopuksi esitellään pinta-alan
käsite avaruudessa Rn.
Viimeisessä luvussa mennään viimein itse aiheeseen. Lauseessa 3.9 osoi-
tetaan, että on olemassa tiettyjä ominaisuuksia, jotka pätevät kaikkien poly-
tooppien ympäristöille riippumatta ympäröivän euklidisen avaruuden ulottu-
vuudesta. Itse Steiner-Minkowskin kaava (lause 3.11) onkin yksinkertaisuu-
dessaan lauseen 3.9 yleistys kaikille konvekseille joukoille.
Joitakin määritelmiä ja todistuksia havainnoimaan on lisätty kuvia. Vaik-
ka piirrokset kuvaavat vain yksittäistapauksia avaruudessa R2, auttavat ne
ymmärtämään todistuksia.
Tutkielmassa on käytetty pääasiassa teosta [1]. Muita lähteitä on käytetty
pääasiassa yksittäisten todistusten ja määritelmien kirjoittamisen apuna.
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1 Määritelmiä ja peruskäsitteitä
Määritellään alkuun muutamia tärkeitä käsitteitä ja esitellään käytettyjä
merkintätapoja. Käsittelemme tutkielmassa koko ajan euklidista avaruutta
Rn.
1.1 Etäisyyksiä ja joukkoja euklidisessa avaruudessa Rn
Määritelmä 1.1 (Euklidinen avaruus). Euklidinen n-ulotteinen avaruus mää-
ritellään seuraavasti:
Rn = {(x1, x2, . . . , xn) | xi ∈ R}.
Avaruudessa Rn on määritelty sisätulo
x · y = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn
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Määritelmä 1.2. Kahden pisteen x, y ∈ Rn välinen etäisyys on epänegatii-
vinen luku
d(x, y) = |x− y|.
Määritelmä 1.3. Kahden epätyhjän osajoukon A,B ⊂ Rn välinen etäisyys
on epänegatiivinen luku
d(A,B) = inf {d(x, y) | x ∈ A, y ∈ B}.
Voidaan myös merkitä d(x,B) = d({x}, B).
Määritelmä 1.4. Olkoot r > 0 ja a ∈ X, X ⊂ Rn. Merkitään a:n suljettua
r-ympäristöä B(a, r) = {x ∈ X | d(a, x) ≤ r}. Ympäristön voi määrittää
myös joukon A ⊂ X ympärille seuraavalla tavalla:
B(A, r) = {x ∈ X | d(x,A) ≤ r}.
Merkintä 1.5. Käytetään n-ulotteisesta yksikköpallosta B(0, 1) merkintää
Bn(0, 1).
Määritelmä 1.6. Olkoon F,G ⊂ Rn. Joukkojen F ja G välinen Hausdorn
etäisyys määritellään seuraavasti:
δ(F,G) = inf{ρ | F ⊂ B(G, ρ) ja G ⊂ B(F, ρ)}.
On hyvä olla tarkkana merkintöjen d(F,G) ja δ(F,G) kanssa sekaannus-
ten välttämiseksi.
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Kuva 1: Joukkojen F ja G välinen etäisyys d(F,G) ja Hausdorn etäisyys
δ(F,G).
Määritelmä 1.7. Määritellään a-keskinen ja r-säteinen pallopinta S seu-
raavasti:
S(a, r) = {x ∈ X | d(x, a) = r}.
Merkintä 1.8. Käytetään avaruuden Rn pisteiden a ja b välisestä janasta
merkintää [a, b].
Merkintä 1.9. Käytetään avaruuden Rn pisteiden a ja b kautta kulkevasta
suorasta merkintää 〈a, b〉.
Määritelmä 1.10. Lineaarisen vektoriavaruuden X ulottuvuus dimX on
sama kuin avaruuden kantavektorien lukumäärä.
Esimerkki 1.11. dimRn = n.
Esimerkki 1.12. Jos dimX = 0, X on piste.
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Esimerkki 1.13. dimR2 = 2. 2-ulotteinen avaruus on taso.
Esimerkki 1.14. Suoran ulottuvuus on 1. Tällainen avaruus on esimerkiksi
R.
1.2 Joukkojen ominaisuuksia
Määritelmä 1.15. Olkoon A ⊂ Rn ja x ∈ Rn. Piste x on joukon A kasau-
tumispiste, jos
A ∩ B(x, r)\{x} 6= ∅
kaikilla r > 0.
Määritelmä 1.16. Joukko A ∈ Rn on avoin, jos kaikille a ∈ A pätee
B(a, r) ⊂ A jollakin r > 0. Joukko B ∈ Rn on suljettu, jos Rn\B on avoin.
Huomautus 1.17. Joukko on suljettu, jos ja vain jos se sisältää kaikki kasau-
tumispisteensä.
Määritelmä 1.18. Olkoon A ⊂ Rn. Jos pisteelle a ∈ A pätee
B(a, r) ∩ A 6= ∅ 6= B(a, r) ∩ Rn\A
kaikilla r > 0, niin a kuuluu joukon A reunaan ∂A.
Huomautus 1.19. Joukko A ⊂ Rn on suljettu, jos ja vain jos ∂A ⊂ A.
Määritelmä 1.20. Olkoon A ⊂ Rn. Joukon A sisus Å on joukko A\∂A.
Määritelmä 1.21. Joukkojen A,B ⊂ Rn karteesinen tulo on joukko
A× B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}
Määritelmä 1.22. Olkoon A ⊂ Rn. Joukko A on kompakti, jos jokaiselle
A:n avoimelle peitteelle on olemassa äärellinen osapeite. Tällöin joukko A on
myös jonokompakti, eli jokaisella joukon jonolla on osajono, joka suppenee
kohti jotain joukon A pistettä.
Huomautus 1.23. Joukko A ⊂ Rn on kompakti, jos ja vain jos se on suljettu
ja rajoitettu.
Merkintä 1.24. Käytetään euklidisen avaruuden Rn kaikkien epätyhjien kom-
paktien joukkojen joukosta merkintää K = K(Rn).
Lemma 1.25. Joukko F ⊂ Rn on suljettu, jos ja vain jos B(F, 0) = F .
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Todistus. Oletetaan ensin, että B(F, 0) = F . Olkoon x ∈ Rn joukon F kasau-
tumispiste. Nyt määritelmän 1.15 perusteella kaikille ε > 0 on olemassa piste
f ∈ F , jolle f ∈ B(x, ε), eli d(f, x) < ε ja d(x, F ) < ε. Näin ollen d(x, F ) = 0,
koska ε voidaan valita mielivaltaisen läheltä nollaa. Nyt siis x ∈ B(F, 0). Kos-
ka oletettiin, että B(F, 0) = F , niin x ∈ F , ja huomautuksen 1.17 nojalla F
on suljettu.
Olkoon sitten F suljettu. Nyt on selvää, että F ⊂ B(F, 0), sillä yllä
todistettiin, että joukon F kaikki pisteet kuuluvat joukkoon B(F, 0). Täytyy
siis enää todistaa, että B(F, 0) ⊂ F . Olkoon x ∈ B(F, 0), eli d(x, F ) = 0.
Nyt jokaiselle n ∈ N voidaan valita alkio xn ∈ F siten, että d(xn, x) < 1/n.
Tällöin xn → x, kun n → ∞, ja koska F oletettiin suljetuksi, eli se sisältää
suppenevien jonojensa raja-arvot (määritelmä 1.22 ja huomautus 1.23), niin
x ∈ F , eli B(F, 0) ⊂ F . Näin päästään johtopäätökseen, että B(F, 0) =
F .
Lause 1.26. Hausdorn etäisyys määrittää metriikan joukossa K.
Todistus. Olkoot D,F,G ∈ K mielivaltaisia kompakteja joukkoja. Nyt täy-
tyy todistaa, että Hausdorn etäisyys δ toteuttaa seuraavat ehdot:
1. δ(F,G) ≥ 0
2. δ(F,G) = 0 ⇔ F = G
3. δ(F,G) = δ(G,F )
4. δ(F,G) ≤ δ(F,E) + δ(E,G)
Väite 1 seuraa suoraan δ:n ja joukon ρ-ympäristön määritelmästä.
Väite 2: Jos δ(F,G) = 0, niin määritelmän mukaan F ⊂ B(G, 0) ja G ⊂
B(F, 0). Koska joukot F ja G ovat kompakteja, niin lemman 1.25 mukaan
B(G, 0) = G ja B(F, 0) = F . Tästä seuraa, että F = G. Jos taas F = G, niin
lemmasta 1.25 ja joukkojen F ja G kompaktiudesta seuraa, että F ⊂ B(G, 0)
ja G ⊂ B(F, 0), jolloin δ(F,G) = 0.
Väite 3: δ(F,G) = inf{ρ | F ⊂ B(G, ρ) ja G ⊂ B(F, ρ)} = δ(G,F ).
Väite 4: Olkoon δ(F,E) = r ja δ(E,G) = s. Nyt F ⊂ B(E, r) ja E ⊂ B(G, s),
sekä F ⊂ B(G, r + s), samoin kuin G ⊂ B(F, r + s). Näin ollen
δ(F,G) ≤ |s+ r| ≤ |s|+ |r| = δ(F,E) + δ(E,G).
Lemma 1.27. Kaikille joukoille F,G ⊂ Rn ja ρ, σ > 0 pätee
δ(B(F, ρ), B(G, σ)) ≤ δ(F,G) + |ρ− σ|.
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Todistus. Olkoot x ∈ B(F, ρ) ja f ∈ F , jolloin d(x, f) ≤ ρ. Olkoot myös
g ∈ G ja ε > 0 mielivaltainen, jolloin d(g, f) ≤ δ(F,G) + ε. Tästä seuraa,
että d(x, g) ≤ ρ + δ(F,G) + ε. Olkoon y piste, joka sijaitsee janalla [x, g]
etäisyydellä σ pisteestä g. Nyt siis y ∈ B(G, σ) ja d(x, y) ≤ ρ+δ(F,G)+ε−σ.
Koska d(x, y) = δ(B(F, ρ), B(G, σ)), niin δ(B(F, ρ), B(G, σ)) ≤ δ(F,G)+ρ−
σ.
Koska ei tiedetä, kumpi luvuista ρ ja σ on suurempi, otetaan niiden ero-
tuksesta itseisarvo, jolloin se jää epänegatiiviseksi. Nyt siis
δ(B(F, ρ), B(G, σ)) ≤ δ(F,G) + |ρ− σ|.
Määritelmä 1.28 (Konveksius). Euklidisen avaruuden X osajoukko C on
konveksi, jos mille tahansa pisteparille x, y ∈ C pätee [x, y] ⊂ S, missä
[x, y] = {ρx+ (1− ρ)y | ρ ∈ [0, 1]}.
Lemma 1.29. Konveksien joukkojen S, T ⊂ Rn leikkaus S ∩ T on konveksi.
Todistus. Olkoon x, y ∈ S∩T . Nyt, koska S ja T ovat konvekseja, ja sisältävät
pisteet x ja y, niin pisteiden välinen jana [x, y] kuuluu määritelmän 1.28
mukaan kumpaankin joukkoon, eli joukkojen leikkaukseen S ∩ T . Näin ollen
myös leikkaus on konveksi.
Huomautus 1.30. Lemma 1.29 pätee myös tilanteisiin, jossa tarkastellaan
useamman kuin kahden konveksin joukon leikkausta. Todistus on täysin vas-
taava.
Lause 1.31 (Minkowskin summa). Jos S ja T ovat konvekseja joukkoja
euklidisessa avaruudessa Rn, niin joukko
λS + µT = {λs+ µt | s ∈ S, t ∈ T}
on konveksi mille tahansa λ, µ ∈ R.
Todistus. Todistetaan ensin, että λS ja µT ovat konvekseja joukkoja. Olkoon
s1, s2 ∈ S, jolloin määritelmän 1.28 mukaan ρs1+(1−ρ)s2 ∈ S, kun ρ ∈ [0, 1].
Valitaan nyt λs1, λs2 ∈ λS. S:n konveksiudesta seuraa, että
ρλs1 + (1− ρ)λs2 = λ(ρs1 + (1− ρ)s2) ∈ λS,
eli λS on konveksi joukko. Samoin myös µT on konveksi.
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Todistetaan sitten, että joukko Q = S + T = {s + t | s ∈ S, t ∈ T} on
konveksi. Valitaan
q1 = s1 + t1 ja
q2 = s2 + t2.
Nyt, koska S ja T ovat konvekseja, niin
ρs1 + (1− ρ)s2 ∈ S ja
ρt1 + (1− ρ)t2 ∈ T,
kun ρ ∈ [0, 1]. Tästä seuraa, että
ρ(s1 + t1) + (1− ρ)(s2 + t2)
=ρs1 + (1− ρ)s2 + ρt1 + (1− ρ)t2 ∈ S + T = Q,
eli ρq1 + (1− ρ)q2 ∈ Q. Näin ollen siis Q on konveksi joukko.
Koska siis λS ja µT ovat konvekseja joukkoja ja kahden konveksin joukon
summa on konveksi, niin joukko λS + µT on konveksi.
Esimerkki 1.32. Ympyrä ja säännölliset monikulmiot ovat konvekseja. Esi-
merkiksi tähden muotoinen joukko ei ole konveksi.
Määritelmä 1.33. Euklidisen avaruuden Rn osajoukko U on sen aliavaruus,
jos kaikilla λ, µ ∈ R ja u, v ∈ U pätee λu+ µv ∈ U .
Määritelmä 1.34. Olkoon U avaruuden Rn epätriviaali lineaarinen aliava-
ruus ja v ∈ Rn. Joukko
V = v + U = {v + u | u ∈ U}
on avaruuden Rn aini aliavaruus.
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Kuva 2: Tähden muotoinen joukko avaruudessa R2. Huomataan, että joukko
ei ole konveksi, sillä pisteiden x ja y välisen janan kaikki pisteet eivät kuulu
joukkoon.
Huomautus 1.35. Avaruuden Rn aini aliavaruus V on aito aliavaruus vain,
jos 0 ∈ V .
Määritelmä 1.36. Sellaista ainia aliavaruutta H ⊂ X, jolle dimH =
dimX − 1, kutsutaan hypertasoksi.
Esimerkki 1.37. Avaruudessa R3 hypertaso on kaksiulotteinen taso. Kak-
siulotteisessa avaruudessa hypertaso on suora.
Määritelmä 1.38. Osat, joihin hypertaso H jakaa ympäröivän avaruuden
Rn, kutsutaan puoliavaruuksiksi. Puoliavaruus X ∈ Rn on suljettu, jos se
sisältää sen muodostavan hypertason. Jos X ∩ H = ∅, puoliavaruus X on
avoin.
Määritelmä 1.39. Avaruuden Rn suljettujen puoliavaruuksien äärellinen
leikkaus on monitahokas. Polytooppi on kompakti monitahokas, jonka sisus
on epätyhjä.
Huomautus 1.40. Koska polytooppi on kompakti, sillä on epätyhjä reuna.
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Huomautus 1.41. Kaksiulotteisen avaruuden polytooppia kutsutaan moni-
kulmioksi.
Määritelmä 1.42. Olkoon H ⊂ X hypertaso ja C ⊂ X konveksi kompakti
joukko. Jos H ∩ C 6= ∅ ja H ∩ C̊ = ∅, niin H sivuaa joukkoa C.
Määritelmä 1.43. Olkoon P ⊂ X polytooppi ja H ⊂ X polytooppia si-
vuava hypertaso. F = P ∩H on polytoopin P tahko.
Huomautus 1.44. Polytoopin tahkot ovat suljettuja joukkoja.
Määritelmä 1.45. Euklidisen avaruuden Rn osajoukon A konveksi verho on
suppein konveksi joukko, joka sisältää joukon A. Merkitään siis
E(A) =
⋂
{B | A ⊂ B,B on konveksi}.
Huomautus 1.46. Joukon A ⊂ Rn konveksi verho E(A) on huomautuksen
1.30 nojalla konveksi joukko.
Huomautus 1.47. Polytooppi on sen kärkipisteiden konveksi verho. Lisäksi
äärellisen joukon konveksi verho on monitahokas.
Määritelmä 1.48. Jokaiselle a ∈ Rn ja η ∈]0,∞[ kuvausta
Ha,η : x→ a+ η(x− a)
kutsutaan a-keskiseksi ja η-säteiseksi homotetiaksi.
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2 Tarpeellisia lauseita
Esitellään seuraavaksi muutamia lauseita, joista on hyötyä tutkielman vii-
meisessä kappaleessa.
Lause 2.1. Olkoon Rn euklidinen avaruus, A ⊂ Rn ja ε > 0. Joukolle B(A, ε)
pätee tällöin
B(A, ε) = A+B(0, ε),
jos A on kompakti.
Todistus. Koska A on kompakti, ja täten myös suljettu, niin jokaiselle x ∈
B(A, ε) on olemassa sellainen a ∈ A, että d(x,A) = d(x, a) ≤ ε. Nyt x ∈
B(A, ε) ja x ∈ A+B(0, ε), joten B(A, ε) = A+B(0, ε).
Merkitään tässä tutkielmassa P :llä kaikkien kompaktien konveksien mo-
nitahokkaiden joukkoa ja P•:llä kaikkien polytooppien joukkoa. Käytetään
myös merkintää K kaikkien kompaktien joukkojen joukosta, merkintää C
kompaktien konveksien joukkojen joukosta ja olkoon vielä C• = {C ∈ C | dimC =
dimX} = {C ∈ C | C̊ 6= ∅}.
Määritelmä 2.2. Olkoon A suljettu konveksi joukko avaruudessa Rn, ja ol-
koon x joukon A reunapiste. Pisteen x kertaluku ω määräytyy niiden hyper-
tasojen mukaan, jotka sivuavat joukkoa A pisteessä x: Näiden hypertasojen
leikkaus muodostaa ainin aliavaruuden, jonka ulottuvuus ω on.
Jos pisteen x kertaluku on 0, on x joukon A kärkipiste. Jos taas ω = n−1,
sanotaan, että joukko A on sileä pisteessä x.
Merkintä 2.3. Käytetään pisteen x kertaluvusta merkintää ωx.
Esimerkki 2.4. Avaruudessa R2 ympyrän kaikki reunapisteet ovat sileitä.
Niiden kaikkien kertaluku on 1, sillä ympyrällä ei ole kärkipisteitä.
Esimerkki 2.5. Avaruudessa R3 kuution tahkojen sisusten pisteiden jär-
jestysluku on 2, sillä kuution tahkot ovat 2-ulotteisia tasoja. Särmien ker-
taluku on 1, sillä särmät ovat 1-ulotteisia suoria ja kärkipisteiden kertalu-
ku on pisteen ulottuvuus eli 0. Kuution tahkojen sisukset ovat sileitä, sillä
ωx = 2 = 3− 1, kun x kuuluu tahkon sisukseen.
Jatkossa jaottelemme polytoopin reunapisteet i-tahkoihin, missä i on pis-
teen kertaluku.
11
2.1 Kompaktin joukon tilavuus
Tässä vaiheessa aletaan kaivata jotain tapaa, jolla mitata euklidisen avaruu-
den Rn osajoukkoja. Siksi määritellään nyt osajoukon A ⊂ Rn Lebesguen
mitta λ(A). Lebesguen mitta on epänegatiivinen reaaliluku tai ääretön.
Avaruudessa Rn suorakaide määritellään seuraavasti:
I = [a1, b1]× [a2, b2]× . . .× [an, bn]
= {x ∈ Rn | ai ≤ xi ≤ bi, 1 ≤ i ≤ n},
ja sille määritellään Lebesguen mitta
λ(I) = (b1 − a1) . . . (bn − an),
joka on samalla joukon I tilavuus.
Määritelmä 2.6. Euklidisen avaruuden Rn sisältämän kompaktin joukon
K ⊂ Rn tilavuus Ln(K) on
Ln(K) = L(K) = inf{
∞∑
k=1
λ(Ik) | K ⊂
⋃
Ik}.
Huomautus 2.7. Mittaa Ln käytetään myös avaruuden Rm,m ≥ n n-ulotteisten
ainien aliavaruuksien ja niiden osajoukkojen mittaamiseen.
Merkintä 2.8. Jos halutaan tarkentaa, minkä ulotteisen joukon tilavuudesta
on kyse, merkitään joukon ulottuvuus d tilavuusfunktion yläindeksiin: Ld.
Avaruudessa R käytetään tilavuuden sijaan termiä pituus ja avaruudessa
R2 termiä pinta-ala. Tätä ei kuitenkaan tule sekoittaa yleiseen pinta-alan
käsitteeseen, joka esitellään luvussa 2.2.
Merkintä 2.9. Olkoon joukko R∗+ = {x ∈ R | x > 0}.
Lemma 2.10. Olkoon a ∈ R∗+ ja K ⊂ Rn. Tällöin
L(K + a) = L(K).
Todistus. Tarkastellaan joukkoa K + a. Nyt määritelmän 2.6 nojalla
L(K + a) = inf{
∞∑
k=1




I + a = [a1 + a, b1 + a]× [a2 + a, b2 + a]× . . .× [an + a, bn + a],
12
joten
λ(I + a) = (b1 + a− (a1 + a))(b2 + a− (a2 + a)) . . . (bn + a− (an + a))
= (b1 − a1 + a− a)(b2 − a2 + a− a) . . . (bn − an + a− a)
= (b1 − a1)(b2 − a2) . . . (bn − an)
= λ(I).
Näin voidaan tehdä kaikille joukoille Ik, joten λ(Ik + a) = λ(Ik). Tästä
seuraa
L(K + a) = inf{
∞∑
k=1










Lemma 2.11. Olkoon t ∈ R∗+ ja K ⊂ Rn. Nyt
L(tK) = tnL(K).
Todistus. Tutkitaan joukkoa tK. K ⊂
⋃











tI = [ta1, tb1]× [ta2, tb2]× . . .× [tan, tbn],
josta seuraa, että
λ(tI) = (tb1 − ta1)(tb2 − ta2) . . . (tbn − tan)
= tn(b1 − a1) . . . (bn − an)
= tnλ(I).
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Lemma 2.12. Olkoon η ∈ R∗+ ja K ⊂ Rn. Nyt
L(Ha,η(K)) = ηnL(K).
Todistus. Todistetaan, että L(Ha,η(K)) = L(ηK). Nyt
Ha,η(K) = { a+ η(k − a) |k ∈ K, a ∈ Rn}
= a+ ηK
ja lemman 2.10 nojalla
L(Ha,η(K)) = L(a+ ηK)
= L(ηK).
Näin ollen lemman 2.11 mukaan
L(Ha,η(K)) = ηnL(K).
Huomautus 2.13. Erikoistapauksia: Tyhjän joukon tilavuus L(∅) = 0. 0-
ulotteisen avaruuden X = {0} tilavuus määritellään asettamalla L0(X) = 1.
Määritelmä 2.14. n-ulotteisen yksikköpallon Bn(0, 1) tilavuudesta käyte-
tään merkintää
Ln(Bn(0, 1)) = β(n).
Esimerkki 2.15. Eri ulotteisten yksikköpallojen tilavuuksia.
(i) β(0) = 1.
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(ii) β(1) = L1([−1, 1]) = 2.
(iii) β(2) = L2(B2(0, 1)) = π.
Lemma 2.16. Olkoot A,B ⊂ Rn kompakteja konvekseja joukkoja. Nyt
L(A× B) = L(A)L(B).
Todistus. Katso viite [6].
2.1.1 Tilavuusfunktion jatkuvuus
Lemma 2.17. Olkoon X erään euklidisen avaruuden aini aliavaruus, ol-
koon S ⊂ X konveksi joukko ja olkoot x ∈ X ja y ∈ S sellaisia, että x 6= y ja
d(x, S) = d(x, y). Merkitään H:lla sitä hypertasoa, joka sisältää y:n ja on or-
togonaalinen vektoria (y − x) kohtaan. Nyt se H:n määräämä puoliavaruus,
joka ei sisällä pistettä x, sisältää koko joukon S.
Todistus. Todistetaan vastaväitteellä: olkoon z ∈ S piste, joka ei kuulu ky-
seiseen puoliavaruuteen. Kulma ∠ ~yx, ~yz on terävä, joten väliltä [y, z] löy-
tyy sellainen piste t, että d(x, t) < d(x, y). Oletuksen mukaan kuitenkin
d(x, y) = d(x, S), joten piste t ei voisi kuulua joukkoon S. Tämä on risti-
riita, sillä S on konveksi, jolloin väli [y, z] 3 t kuuluu myös kokonaan jouk-
koon. Näin ollen joukko S kuuluu kokonaan hypertason H määrittämään
puoliavaruuteen.
Kuva 3: Lemman 2.17 mukainen esimerkkitilanne avaruudessa R2.
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Lemma 2.18. Olkoot A, C ja D sellaisia kompakteja konvekseja joukkoja,
joille C̊ 6= ∅, D ⊂ C ⊂ A, ∂A ∩ C = ∅ ja ∂C ∩D = ∅. Tällöin on olemassa
sellainen η > 0, että jokaiselle konveksille joukolle S, jolle pätee δ(C, S) ≤ η,
pätee myös D ⊂ S ⊂ A.
Todistus. Osoitetaan ensin, että S ⊂ A. Olkoon η = d(∂A,C). Nyt η > 0,
sillä ∂A∩C = ∅ ja joukot ovat kompakteja. Olkoon sitten x ∈ S. Jos x ∈ C,
niin oletusten perusteella x ∈ A. Jos taas x 6∈ C, niin d(x,C) ≤ η. Nyt, koska
η on joukon A reunan pienin etäisyys joukosta C, niin on oltava x ∈ A, eli
S ⊂ A.
Osoitetaan sitten, että S ⊃ D. Olkoon nyt η = d(∂C,D). Oletetaan, että
jollekin sellaiselle joukolle S, jolle δ(S,C) ≤ η, on olemassa piste x ∈ D\S.
Valitaan piste y ∈ S siten, että d(x, y) = d(x, S). Nyt tiedetään lemman
2.17 perusteella, että S ⊂ H, missä H on toinen niistä puoliavaruuksista,
jotka määräytyvät sen hypertason mukaan, joka on ortogonaalinen suoran
〈x, y〉 suhteen pisteessä y (Kuva 2). Koska x ∈ C̊, voidaan valita piste z ∈
〈x, y〉∩∂C siten, että z ei sijaitse puoliavaruudessa H. Tämä piste toteuttaa
ehdon
d(z, S) = d(z, y) > d(z, x) ≥ η
luvun η määritelmän mukaan; mutta koska z ∈ C, syntyy ristiriita oletusta
C ⊂ B(S, η) vastaan, koska oletuksen mukaan d(z, S) ≤ η. Näin ollen siis
pistettä x ∈ D\S ei löydy, eli D ⊂ S.
Kuva 4: Lemman 2.18 konstruktio.
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Lemma 2.19. Jokaiselle ε > 0 ja C ∈ C• on olemassa sellainen P ∈ P•,
että P ⊂ C ⊂ B(P, ε) (erityisesti δ(P,C) ≤ ε).
Todistus. Koska C on kompakti, se voidaan peittää k pallolla
⋃k
1 B(ai, ε),
ai ∈ C. Olkoon P konveksi verho E(a1 . . . ak). Nyt P ⊂ C ja C ⊂
⋃k
1 B(ai, ε) ⊂
B(P, ε), eli P ⊂ C ⊂ B(P, ε).
Lemma 2.20. Olkoon A ⊂ Rn kompakti. Jos a ∈ A, niin A ⊂ Ha,η(A)
kaikille η ≥ 1 ja
lim
η→1
δ(Ha,η(A), A) = 0.
Todistus. Olkoon x ∈ A. Nyt a + ax ∈ A ja a + ηax ∈ Ha,η(A). Koska piste
a+ ax ∈ [a, a+ ηax] aina, kun η ≥ 1, niin x ∈ Ha,η(A), eli A ⊂ Ha,η(A).
Tarkastellaan sitten Hausdorn etäisyyttä δ(Ha,η(A), A). Koska A ⊂
Ha,η(A), niin
δ(Ha,η(A), A) = inf{ρ | Ha,η(A) ⊂ B(A, ρ)}
= max{d(A, h) | h ∈ ∂Ha,η(A)}
= (η − 1) max{d(a, x) | x ∈ A}.
Nyt koska A on kompakti ja siten myös rajoitettu, niin
lim
η→1
δ(Ha,η(A), A) = lim
η→1
(η − 1) max{d(a, x) | x ∈ A}
ja koska (η − 1)→ 0, kun η → 1, niin
lim
η→1
(η − 1) max{d(a, x) | x ∈ A} = 0.
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Kuva 5: Lemman 2.20 konstruktio.
Lemma 2.21. Jokaiselle C ∈ C•, a ∈ C̊ ja η > 1 on olemassa sellainen
P ∈ P•, että P ⊂ C ⊂ Ha,η(P ), (∂C) ∩ P = ∅ ja C ∩ ∂Ha,η(P ) = ∅.
Todistus. Valitaan r > 0 siten, että B(a, r) ⊂ C̊ ja ε siten, että 0 < ε <
r(η − 1); nyt voidaan lemman 2.19 nojalla valita sellainen P ∈ P•, että
P ⊂ C ⊂ B(P, ε). Lemman 2.18 mukaan P sisältää pallon B(a, r), jos ε
on tarpeeksi pieni. Konstruktion nojalla P :n tahkon F ja Ha,η(F ):n välinen
etäisyys on suurempi tai yhtä suuri kuin (η − 1)r > ε; tästä seuraa, että
Ha,η(P ) ⊃ B(P, ε) ⊃ C.
Valitaan sitten lemman 2.19 perusteella polytooppi P siten, että P ⊂
C ⊂ B(P, ε
2
). Olkoon myös P ′ = Ha,γ(P ). Jos 0 < γ < 1, niin P
′ ⊂ P ja
P ′∩∂P = ∅. Jos vielä γ on tarpeeksi lähellä lukua 1, niin δ(P ′, P ) < ε
2
. Näin
ollen P ′ ⊂ C ⊂ B(P ′, ε), ja polytooppi P ′ toteuttaa kaikki lemman ehdot, ja
∂C ∩ P ′ = ∅.
Nyt koska δ(P,Ha,η(P )) > ε ja δ(P,B(P, ε)) = ε, niinB(P, ε)∩∂Ha,η(P ) =
∅. Näin ollen C ∩ ∂Ha,η(P ) = ∅.
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Kuva 6: Lemman 2.21 konstruktio.
Lause 2.22. Tilavuusfunktio L : C → R on jatkuva.
Todistus. Olkoon C ⊂ Rn, C̊ 6= ∅ ja ε > 0. Lemman 2.21 nojalla voidaan
löytää sellaiset polytoopit P, P ′ ⊂ Rn, että P ⊂ C ⊂ P ′, missä P ′ = Ha,η(P )
(a ∈ P , η > 1), ∂C ∩ P = ∅ ja ∂P ′ ∩ C = ∅ sekä
L(P ′)− L(P ) = ηnL(P )− L(P )
= L(P )(ηn − 1)
≤ ε
(lemma 2.12). Lemman 2.18 perusteella nähdään, että tarpeeksi pienelle lu-
vulle γ > 0 epäyhtälöstä δ(C,D) ≤ γ seuraa P ⊂ D ⊂ P ′, missä |L(D) −
L(C)| ≤ L(P ′)− L(P ) ≤ ε.
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2.2 Polytoopin pinta-ala
Olkoot Ri (i ∈ N) suljettuja puoliavaruuksia ja P =
⋂
iRi polytooppi eukli-
disessa avaruudessa Rn. Polytoopin P tahkot Fi ovat polytooppeja, joiden
tilavuus on LdimFi(Fi). Polytoopin P reunalla ∂P on luonnollinen (n − 1)-
ulotteinen tilavuus
∑
i Ln−1(Fi), jota kutsutaan P :n alaksi.
Määritelmä 2.23. n-ulotteisen polytoopin P =
⋂






Avaruudessa R2 kutsutaan A(P ):ta P :n piiriksi alan sijaan.
Esimerkki 2.24. Yksikköpallon B3(0, 1) ⊂ R3 ala on L2(S2(0, 1)) = 4π.
Esimerkki 2.25. Yksikköympyrän ala (piiri) A(B2(0, 1)) on L1(S1(0, 1)) =
2π.
Esimerkki 2.26. Janan [a, b] ala on L0({a, b}) = 2.
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3 Steiner-Minkowskin kaava
Olkoon P polytooppi ja λ positiivinen reaaliluku. Tässä kappaleessa tutki-
taan polytoopin P λ-ympäristön tilavuutta L(B(P, λ)). Voidaan päätellä,
että ulottuvuuden ollessa 2 voimme jakaa alueen B(P, λ) kolmeen osaan: P
itse, suorakulmioihin, joiden korkeus on λ ja pituus P :n sivun pituus, sekä
λ-säteisen ympyrän sektoreihin. Toisena mainittujen komponenttien ala on
λA(P ). Kolmantena, kun yhdistetään kaikki ympyräsektorit, huomataan, et-
tä ne muodostavat yhdessä kokonaisen ympyrän, jonka säde on λ, eli ala on
πλ2. Nyt polytoopin P λ-ympäristölle voidaan määrittää tilavuus
L(B(P, λ)) = L(P ) +A(P )λ+ πλ2.
Havaitaan, että kyseessä on toisen asteen polynomi muuttujan λ suhteen.
Tapauksessa, jossa d = 3, huomataan, että B(P, λ) jakautuu luonnollisesti
neljään osajoukkoon: P :hen, λ:n korkuisiin jokaiselle tahkolle muodostuviin
suoriin suuntaissärmiöihin, särmien ja ympyräsektoreiden karteesisiin tuloi-
hin sekä pallosektoreihin, jotka yhdessä muodostavat λ-säteisen pallon. Nyt
joukon B(P, λ) tilavuuden lausekkeessa kolmas komponentti on muotoa a3λ
2
ja neljäs a4λ
3, eli kyseessä on kolmannen asteen polynomi. Tässä kappaleessa
ja erityisesti lauseessa 3.9 todistetaan nämä huomiot yleistettynä ulottuvuu-
teen n.
Seuraavissa esimerkeissä on havainnollistettu muutaman erilaisen joukon
ja niiden λ-ympäristöjen tilavuuksia.
Esimerkki 3.1. Olkoon avaruudessa R jana l, jonka pituus (tilavuus) L(l) =
a. Olkoon myös λ > 0. Nyt suoran ja sen λ-ympäristön yhteispituus on
L(B(l, λ)) = 2λ+ a.
Esimerkki 3.2. Olkoon avaruudessa R2 suorakulmio ABCD, jonka sivujen
pituudet ovat L(AB) = L(CD) = b ja L(BC) = L(DA) = c. Olkoon λ > 0.
Nyt suorakulmion ja sen λ-ympäristön yhteispinta-ala on
L(B(ABCD, λ)) = πλ2 + 2(b+ c)λ+ bc.
Esimerkki 3.3. Olkoon avaruudessa R3 kuutio P , jonka sivun pituus on d.
Olkoon edelleen λ > 0. Nyt kuution ja sen ympäristön yhteistilavuus on
L(B(P, λ)) = 4
3
πλ3 + 2dπλ2 + 6d2λ+ d3.
Huomataan, että edellä esitellyissä tapauksissa korkeimman asteen termi
on λ-säteisen pallon tilavuus (Ln(Bn(0, λ)) = β(n)λn).
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Kuva 7: Vasemmalla Esimerkin 3.1 esitys, keskellä Esimerkin 3.2 esitys ja
oikealla Esimerkin 3.3 esitys kuvin.
Kuva 8: Esimerkkitapaus joukosta ja sen ympäristöstä, kun joukko ei ole
konveksi.
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Esimerkki 3.4. Tarkastellaan Kuvan 8 joukkoa A. Selvästi A ei ole konveksi.
Nyt
L(A) = ab+ cd
A(A) = a+ b− d+ c+ d+ a+ c+ b = 2(a+ b+ c)
L(B(A, λ)) = ab+ cd+ aλ+ bλ+ (a+ c)λ+ dλ+ cλ
+ (b− d− λ)λ+ 5
4
πλ2
= ab+ cd+ 2(a+ b+ c)λ− λ2 + 5
4
πλ2




L(B(A, λ)) = L(A) +A(A)λ+ πλ2
ei päde tässä tilanteessa. Konveksius vaikuttaa siis olennaiselta kaavan päte-
misen kannalta.
Määritelmä 3.5. Joukon A ⊂ X normaalikartio CNx pisteen x ∈ ∂ A
suhteen määritellään seuraavasti:
CNx = {y ∈ X | ~xy · ~xz ≤ 0 jokaiselle z ∈ A}.
Esimerkki 3.6. Tarkastellaan kuution P normaalikartioita pisteen p ∈ ∂P
suhteen avaruudessa R3 (Kuva 9).
(i) Jos pisteen p kertaluku α = 2, eli piste on kuution tahkon sisuksessa,
on pisteen normaalikartio CNp p:stä lähtevä puolisuora, joka on tahkoa
vastaan kohtisuora.
(ii) Jos pisteen p kertaluku α = 1, eli piste sijaitsee kuution särmällä (ei kär-
kipisteessä), niin normaalikartio koostuu pisteestä p lähtevien ja koh-
tisuorassa tahkoja vastaan olevien puolisuorien väliin jäävästä kaksiu-
lotteisesta alueesta.
(iii) Jos pisteen p kertaluku α = 0, eli piste sijaitsee kuution kärkipisteessä,
niin CNp muodostuu kärkipisteeseen tulevien särmien jatkeiden sisään
jäävästä kolmiulotteisesta alueesta.
Normaalikartio muodostuu joukon ulkopuolelle ja sen ulottuvuus on sitä
suurempi, mitä pienempi pisteen kertaluku α on.
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Kuva 9: Esimerkin 3.6 tapaukset. Vasemmalla kohta (i), keskellä kohta (ii)
ja oikealla kohta (iii).
Lemma 3.7. Polytoopin jokainen tahko sisältää pisteen x, jonka kertaluku
on 0. Toisin sanoen jokaiseen tahkoon sisältyy kärkipiste.
Todistus. Jokaisella d-ulotteisen avaruuden polytoopilla P on tahko, jonka
ulottuvuus on d− 1. Todistetaan induktiolla, että jokaisessa edellä mainitun
polytoopin tahkossa on piste, jonka kertaluku on 0. Osoitetaan ensin, että
väite pätee 1-ulotteisen avaruuden polytoopille. Tällainen polytooppi on suo-
ra, jonka tahkot ovat 1 − 1 = 0 -ulotteiset, eli niiden kertaluku on 0. Näin
ollen väite pätee tässä tapauksessa.
Tehdään induktio-oletus, että d − 1 -ulotteisen polytoopin tahkosta löy-
tyy piste x, jonka kertaluku on 0 ja osoitetaan, että tämä pätee myös d-
ulotteiselle polytoopille. Nyt d-ulotteisella polytoopilla P on tahko, joka on
d−1 -ulotteinen polytooppi. Induktio-oletuksen mukaan d−1 -ulotteisen po-
lytoopin tahkosta löytyy kärkipiste, joten kyseinen kärkipiste sijaitsee myös
polytoopin P tahkossa.
Lemma 3.8. Olkoon P ⊂ Rn polytooppi, pisteen x ∈ ∂P normaalikartio
CNx ja Sx = CNx ∩ S(x, 1). Olkoon myös Ω0 = {x ∈ ∂P | ωx = 0}, eli
joukko Ω0 koostuu polytoopin P kärkipisteistä. Nyt⋃
x∈Ω0
Sx = S(x, 1).
Todistus. Osoitetaan, että kaikille y ∈ S(0, 1) on olemassa sellainen kärkipis-
te {x} ⊂ Ω0, että y ∈ S{x}. Olkoon t ∈ R ja H = y⊥+ ty hypertaso. Valitaan
t siten, että (y⊥ + ty) ∩ P 6= ∅, mutta (y⊥ + t′y) ∩ P = ∅ kaikilla t′ > t. Nyt
siis t on suurin mahdollinen luku, jolla hypertaso H leikkaa polytooppia P .
Koska P on kompakti, niin P̊ ∩H = ∅, joten hypertaso H sivuaa polytooppia
P . Olkoon F = H ∩ P , jolloin F on tahkon määritelmän mukaan eräs P :n
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tahko. Koska lemman 3.7 mukaan jokainen tahko sisältää kärkipisteen, niin
valitaan {x} ∈ Ω0 siten, että x ∈ F . Nyt y ja P ovat eri puolilla hypertasoa
H, mistä seuraa, että x+ y ∈ Sx, eli y ∈ S{x}.
Näin ollen siis jokaiselle y ∈ S(0, 1) on olemassa sellainen polytoopin P
kärkipiste x, että y ∈ S{x}
Kuva 10: Kuva lemman 3.8 mukaisesta tilanteessa avaruudessa R2.
Lause 3.9. Kaikkiin d-ulotteisiin polytooppeihin P voidaan yhdistää sellai-
set vakiot Li(P ) ∈ R∗+ (i = 0, 1, . . . , d), että jokaiselle λ ∈ R∗+ ympäristön





Erityistapauksina L0(P ) = L(P ),L1(P ) = A(P ),Ld(P ) = β(d).
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Todistus. Olkoon y 6∈ P ja x ∈ P . Olkoon lisäksi x piste, jolle d(x, y) =
d(y, P ). Tällainen piste löytyy, sillä P on kompakti, eli se on suljettu joukko.
Nyt jokaiselle k ≥ 0 saadaan d(x+k ~xy, P ) = kd(x, y). Olkoon pisteen x ∈ ∂P







Kuva 11: Polytoopin P normaalikartio pisteessä x ∈ ∂P .
Merkitään ωx:llä pisteen x ∈ ∂P kertalukua ja määritellään joukko Ωi
seuraavasti:
Ωi = {x ∈ ∂P | ωx = i} (i = 0, 1, . . . , d− 1).
Huomataan, että Ωi on P :n i-tahkojen sisusten yhdiste. Asetetaan luvuille









i=0 Ωi = ∂P , niin B(P, λ)\P̊ =
⋃d−1
i=0 Bi(λ). Yhdiste on erillinen,
sillä Sx ∩ Sy = ∅, jos x 6= y. Nyt voidaan esittää
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On tärkeää huomata, että x:n käydessä läpi tahkon F sisusta F̊ , joukko
Sx−x pysyy vakiona. Tämä on seurausta siitä, että kartio CNx on määritelty
niiden hypertasojen kautta, joihin x:n sisältävät tahkot kuuluvat. Voimme
näin ollen asettaa SF = Sx − x kaikille x ∈ F , ja DF =
⋃
ξ∈SF [0, ξ].




[x, x+ λξ] = F̊ × ([0, λ]SF ).
Saamme lisäksi lemmojen 2.16 ja 2.11 nojalla
L(F̊ × ([0, λ]SF )) = Li(F̊ )Ld−i([0, λ]SF ) = Li(F )Ld−i(DF )λd−i.
Merkitään sitten polytoopin P i-tahkojen joukkoa Φi:llä. Ylläolevan pe-





Kuva 12: R2:ssa L(∪B0(λ)) = πλ2.
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Ld−1(F ) = A(P ).
Lemman 3.8 nojalla
⋃
{x}∈Φ0 S{x} = S eli
⋃
F∈Φ0 DF = B(0, 1), mistä
Ld(P ) = L(B(0, 1)) = β(d), sillä F on piste, ja L0(F ) = 1.
Lause 3.10. Jos a ∈ X ja r > 0 ovat annettuja, ovat funktiot Li(·) rajoitet-
tuja niiden polytooppien joukon yli, jotka sisältyvät palloon B(a, r).
Todistus. Olkoon λ > 0. Nyt koska P ⊂ B(a, r), niin B(P, λ) ⊂ B(a, λ +
r) ja L(B(P, λ)) ≤ β(d)(r + d)d. Koska lauseen 3.9 nojalla L(B(P, λ)) =∑
i Li(P )λi ja L(B(P, λ)) ≤ L(B(a, r + λ)) = β(d)(r + λ)d, niin saadaan
Li(P )λi ≤ β(d)(r + λ)d,
josta seuraa, että




Lause 3.9 voidaan yleistää koskemaan kaikkia konvekseja joukkoja arvioi-
malla niitä polytooppeina.
Lause 3.11 (Steiner-Minkowskin kaava). Kaikkiin d-uloitteisiin konveksei-
hin joukkoihin C ∈ C• voidaan liittää sellaiset skalaarit Li(C), i = 0, 1, . . . , d,





Funktiot Li : C• → R ovat jatkuvia; lisäksi L0(C) = L(C), L1(C) = A(C)
ja Ld = β(d) kaikille joukoille C ∈ C•.
Todistus. Kirjoitetaan C muodossa limn→∞ Pn, missä Pn ∈ P• ja Pn ⊂ Pn+1
kaikille n. Näin voidaan tehdä, sillä lemman 2.21 nojalla voidaan löytää sellai-
sia polytooppeja Pn, jotka ovat Hausdorn metriikan suhteen mielivaltaisen
lähellä joukkoa C.
Koska jokainen Pn on rajoitettu, on lauseen 3.10 mukaan myös Li(Pn)
rajoitettu kaikilla i; voidaan siis olettaa, käyttäen tarvittaessa osajonoa, että












L(B(Pn, λ)) = L( lim
n→∞
B(Pn, λ))
ja lemman 1.27 mukaan
lim
n→∞
B(Pn, λ) = B( lim
n→∞
Pn, λ) = B(C, λ)




Siten L(B(C, λ)) on muuttujan λ polynomi, ja koska sen arvot riippuvat
ainoastaan joukosta C, eivätkä valitusta jonosta, pätee sama myös yhtäsuu-
ruuteen ki = Li(C). Lisäksi kuvaus C• × R+ 3 (C, λ) 7→ L(B(C, λ)) ∈ R on
jatkuva, joten annetun polynomin L(B(C, λ)) kertoimien täytyy myös olla
jatkuvia lauseiden 1.31 ja 2.22 mukaan.
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